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M101. Przemiany energii w ruchu wahadla.

Cel: zbadanie rzeczywistego ruchu modelu wahadta matematycznego:

- pomiar czasowej zaleznos$ci: potozenia wahadta ou?),

- obliczanie na podstawie 0i(f) czasowych zaleznosci: predkosci v(f), energii kinetycznej Ex(?),
energii potencjalnej E,(f), energii catkowitej E.(1),

- préba ustalenia modelu tarcia na podstawie ksztaltu zmian energii wahadla w czasie,

- Pomiar okresu 7" drgan wahadta w funkcji amplitudy drgan o,

- Numeryczne obliczanie zaleznosci T(0p) 1 poréwnanie z do§wiadczeniem.

Zagadnienia:

- ruch harmoniczny,

- r6wnanie wahadta matematycznego w przyblizeniu matych katéw,
- IT zasada dynamiki Newtona.

Wprowadzenie

Wahadto matematyczne (Rysunek 1) stanowi punktowa masa m zawieszona za pomoca
niewazkiej nici liny) o dtugosci /, wykonujaca drgania okresowe wokot potozenia rownowagi.
Ruch ten odbywa sig¢ bez oporu powietrza i bez tarcia w punkcie zaczepienia. Wahadlo to jest
zatem wyidealizowanym modelem rzeczywistego wahadta fizycznego.
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Rysunek 1. Model wahadta matematycznego
z zaznaczonymi sitami dziatajgcymi na mase.

Analiz¢ ruchu wahadta nalezy oprze¢ na Il zasadzie dynamiki Newtona. Sila wprawiajaca
wahadlo w ruch jest sktadowa I*:GL sity grawitacji F“G , styczna do tuku, po ktérym porusza si¢
masa m. Jej warto$¢ okresla relacja

F} =—F, sin(@) = —mg sin(a), (1)
gdzie g to przyspieszenie ziemskie. Z Il zasady dynamiki Newtona wiemy, ze sita taka wywota
ruch z przyspieszeniem chwilowym a spetniajacym relacje

ma=F;. 2)

Uwzgledniajac kierunek dzialania sity, kinematyczna definicj¢ przyspieszenia a = d?s/df* oraz
zwiazek pomigdzy dtugoscia tuku i katem wychylenia s = /o, mamy ostatecznie
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d’a g
+=sin(&x) =0, 3
PN ( 3)
Roéwnanie (3) nie ma prostego analitycznego rozwiazania. Dopiero zatozenie o niewielkich

wychyleniach, dla ktérych do$¢ dobrze spetniona jest relacja sin(o) = o prowadzi do dobrze
znanego w fizyce réwnania ruchu harmonicznego

d’a g
+=>0=0, 4
dat* 1 ©@
posiadajacego rozwigzanie postaci
a(t) = a, cos(w,t + 9), (5)

gdzie o jest amplituda drgan, @, = | ‘% jest czesto$cia drgan wlasnych wahadta, a d jest faza

poczatkowa jego ruchu (dla 7 = 0). Z czgstosci drgan mozna obliczy¢ réwniez okres drgan
wahadla w przyblizeniu matych wychylen:

T = 27[\/z. (6)
8

W ogdlnym przypadku zastapienie rownania (3) przez rOwnanie (4) nie jest uzasadnione, co
oznacza, ze ruch wahadta nie jest harmoniczny, a okres jego drgan jest funkcja amplitudy.

Proste numeryczne calkowanie umozliwia obliczenie okresu drgan dla konkretnej
amplitudy 0.

ho
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Rys. 2. Szkic do numerycznego wyznaczania okresu ruchu wahadta.

Przyrost energii kinetycznej przy przejsciu z potozenia 0 do o réwny jest ré6znicy energii
potencjalnych w tych potozeniach: mg(hy — h). Przyjmujac o jako punkt startowy (v = 0), mamy

D g, ~ hicw). 0
a poniewaz h(a) = 1[1 — cos(a)], gdzie 1 jest dtugoscia wahadta,
M = mgl(coso.—cos 0., ), 8)
czyli
(o) = /2gl(cosa—cosa, ). )

Czas potrzebny na pokonanie odcinka tuku ds = Ida réwny jest d¢ = ds/v. Catkujac df po kacie od
0 do 0 dostajemy ¢wiartke okresu ruchu wahadta.

T ldo
|

. 10
\/Zgl(cosoc—cosoco) {10

0
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Proste procedury catkowania numerycznego sa podane w dalszej czesci opisu ¢wiczenia.

W ¢wiczeniu tym zmierzymy rzeczywista posta¢ ruchu modelu wahadta matematycznego
oraz zalezno$¢ okresu jego drgan od ich amplitudy. Ponadto obliczenia numeryczne pozwola
obliczy¢ chwilowe wartosci predkosci, energii kinetycznej, energii potencjalnej i energii
catkowitej. Numeryczne catkowanie réwnania (10) pozwoli ponadto obliczy¢ teoretyczna
warto$¢ okresu drgan wahadta i jego zaleznosci od ich amplitudy. Dodatkowo, numeryczne
catkowanie rownania (4) z uwzglednieniem tarcia powinno umozliwi¢ okreslenie mechanizmu
tarcia poprzez poréwnanie rzeczywistego ruchu wahadta z rozwigzaniem numerycznym dla
r6znych modeli tarcia.

Jako model wahadala matematycznego postuzy nam stosunkowo ci¢zki walec (ok. 0,5
kg) osadzony na lekkim ptaskowniku aluminiowym o dtugosci okoto 1 m. Duza bezwtadnos¢
wahadla, zawieszenie na dobrej jakosci tozysku kulkowym oraz niewielkie opory ruchu
potencjometru stuzacego jako czujnik potozenia sprawiaja, ze zestaw taki stanowi dobry model
wahadla matematycznego.

Zadania do wykonania:
1.  Zmierz dtugos¢ wahadta i jego mase.
2. Oblicz okres wahadta ze wzoru (6).

Zestaw pomiarowy.

Wielkoscia mierzona jest napigcie U mierzone na potencjometrze przymocowanym do
osi obrotu wahadla. W celu wyznaczenia rzeczywistego kata wychylenia wahadta,
odpowiadajacego mierzonemu napieciu U, nalezy zmierzy¢ napigcie w polozeniu réwnowagi
(Up) oraz napigcie Up dla duzego znanego kata B — np. po przytozeniu prgta wahadta do
ogranicznika. Latwo teraz przeliczy¢ mierzone napigcie U na kat wychylenia o

a=pY =Y an
Us-U,
Przetwornik  analogowo-cyfrowy przekazuje wyniki konwersji za  posrednictwem
udostgpnionego zestawu podprogramow.

b) Rozwigzywanie rézniczkowych réwnan ruchu.

Zadaniem jest rozwiazywanie réwnan ruchu na podstawie znajomos$ci dzialajacej sity.
Chodzi o sukcesywne obliczanie biezacych wartosci predkosci i1 potozenia na podstawie
przyspieszenia chwilowego obliczanego z II zasady dynamiki (stosunek chwilowej sity do
masy). Korzystamy z przyblizenia pochodnej funkcji jako ilorazu réznicowego:

f(t)zF(H_At) F(t)’
At

15)

czyli

F({t+At)=F(@)+ f(t)Ar. (16)
Postepujac wg tego schematu najpierw dla pary przyspieszenie (f = a) i predkos¢ (F = v), a
nastgpnie dla pary predkos¢ (f = v), potozenie (F = x), obliczamy potozenie x jako funcj¢ czasu.
Dobierajac odpowiednio mata warto§¢ At, mozemy uzyska¢ dos$¢ doktadne przyblizenie
rzeczywistego ruchu ciata. W procedurze tej nalezy pamigta¢, ze dla wahadla réwniez sita
wprawiajaca je w ruch jest funkcja czasu (poprzez zaleznos$¢ od kata o - réwnanie (1)).

Zadania do wykonania:

1.Napisz program w LabView symulujqcy ruch wahadta matematycznego. Parametrami wejsciowymi powinny byc¢:
I, g, Ati oy Wynikiem powinna byc¢ wielkos¢ typu Waveform zawierajqca informacje o potozeniach wahadta w
kolejnych chwilach czasu t; = iAt.Przy pisaniu odpowiednich rownan pamietaj o znakach reprezentujqcych zwrot
poszczegolnych wielkosci (np. przyspieszenie zawsze skierowane przeciwnie do kierunku wychylenia).
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Rézniczkowanie numeryczne.

Ponownie korzystamy z przyblizenia opisanego rownaniem (15), z tym, ze tym razem
znana jest funkcja F(f), a obliczamy f(f) bezposrednio z tego rownania. W obecnym ¢wiczeniu
r6zniczkowanie numeryczne bedzie potrzebne do wyznaczenia chwilowych wartosci predkosci
wahadta.

Przebieg é¢wiczenia

Napisz program(y) wedlug ponizszego schematu

W palecie "Functions->User Libraries->Wahadlo" znajduja si¢ subVI'e potrzebne w

komunikacji z urzadzeniem pomiarowym.

1. Napisz program do ciaglego odczytu spadku napigcia na potencjometrze

zamontowanym na osi wahadta. W tym celu wykorzystaj subVI'e ,,Konfiguracja
(subV1)” oraz ,,Czytaj napigcie (SubVI)’. Uzyj petli ,,Timed Loop” (,,uczasowiona”
petla While) aby wykona¢ synchroniczny odczyt napigcia z predkoscia 50
warto$ci/sekundg (opdznienie 20ms). Zmierzone wartosci pokazuj na wykresie
WaveForm Chart

ms
E | — ﬁu g
IR
Konfiguracja (SubVI).vi o R Kat
Czytaj napigcie (SubVI).vi =
e L
stop
o o
2. Wykorzystaj obserwowane warto$ci w celu dokonania przeliczenia Napigcie [V]-

>Kat[rad].
a) Korzystajac z przygotowanego programu zmierz napigcie, Uy, odpowiadajace
pozycji spoczynkowej wahadta. Warto$¢ ta powinna odpowiadac katowi o=0.
b) Nastgpnie zmierz wartosci napiec dla wychylenia wahadta o 90 stopni w lewo
(Usg0) 1 w prawo (U.gg), czyli dla zakresu katéw 180stopni=n. Wyznacz stata

V4

|U+90 - U—90|

c¢) Skorzystaj z funkcji ,,Normuj (SubVI)” aby przelicza¢ na biezaco wartosci napigci
na odpowiednie wartosci katow. W tym celu wartos¢ Uy podaj na ztacze
,Przesunigcie "zera" [V]”, natomiast wartos¢ C na ztacze ,,Stala skalujaca [rad/V]”.

kalibracyjng jako Cl[rad /V]=
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Badanie charakteru ruchu wahadla

Wiadomo, ze rownanie ruchu wahadta w postaci a(r) = ¢, cos (a)t) zostato

otrzymane w przyblizeniu matych katéw. Zmierz zaleznosci o(¢) (kilka okreséw) dla
r6znych amplitud (od 0k.80° do ok. 5°). Na tle zmierzonego przebiegu przedstaw

funkcje @, (t) = &, cos(@r) dobierajac odpowiednio o oraz ® (suwakami, lub z

dopasowania narzg¢dziem ,,Extract single tone information”). Aby wyeksponowac

réznice, dodaj osobny wykres przedstawiajacy a(t)—a,,,., (1).

Badanie energii mechanicznej w ruchu wahadla

1.

Stworzy¢ funkcj¢ (SubVI), w ktérej obliczana bedzie warto$¢ energii potencjalnej na
podstawie odczytywanych wartosci katéw
E, =mgL(1-cos(ar))

Stworzy¢ funkcjg (SubVI), w ktérej obliczana bedzie wartos$¢ energii kinetycznej na
podstawie aktualnych warto$ci predkosci katowych

2
E, :lmvzzlmL2 2:lmL2 (d—aj
2 2 2 dt

Dla obliczenia pochodnej wykorzystaj funkcje ,,Derivative x(t) PtbyPt.vi” obliczajaca

pochodna ,,punkt po punkcie”
Derivative x(t) PtByPt.vi

B
dHix)
dt

Oprdécz podania aktualnej wartosci kata (w celu obliczenia do, funkcja wymaga
podania wartosci dt. Podczas obliczania pochodnej metoda numeryczng dt oznacza At
czyli odstgp czasu migdzy dwoma pomiarami kata (w obecnym przyktadzie 20ms)

Oblicz energig catkowita jako sumg dwéch poprzednich. Wykreslaj przebiegi
wszystkich trzech wielko$ci. Zauwaz zalezno$ci migdzy poszczegdlnymi energiami.
Energia potencjalna zamieniana jest na kinetyczna. Catkowita energia pozostaje stata
dla niewielkich odcinkéw czasu. W dtuzszym przedziale czasu wida¢ wyraznie
tlumienia drgan wahadta. Wynika stad, iz energia jest w ukladzie rozpraszana (tarcie
tozyska, tarcie potencjometru, opér powietrza). Sprobuj okresli¢ zaleznos¢ czasowa
dyssypacji energii (liniowa, wyktadnicza?)

Badanie zaleznosci okresu wahadla w funkcji amplitudy — T(o)

1.

Zarejestruj drganie wahadta poczynajac od wysokich amplitud az do prawie
catkowitego zaniku oscylacji. Warto$ci czasOw oraz katow zbieraj do tablic i
przedstaw na wykresie XY Graph w postaci out).

Korzystajac z funkcji kursora wskaznika XY Graph okresl okres oscylacji dla danej
amplitudy (kata). W tym celu znajdz potozenia maksiméw (lub miniméw)
wychylenia.

Stwérz nowy program (VI). Wpisuj sczytywane pozycje kursora (wartosci T 1 0ly) do
tablic jednowymiarowych. Sporzadz wykres XY przedstawiajacy zaleznos¢ T(0).
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Skomentuj otrzymany rezultat w kontekScie wyniku otrzymanego dla wahadta
matematycznego (T(0l)=const.)

T:27r\/Z
8

4. Oszacuj warto$¢ okresu jaka obserwowatoby w granicy op—0. Korzystajac z tej
wartosci oraz roOwnania na okres dla wahadta matematycznego, oblicz dtugos¢
wahadta. Por6wnaj otrzymana warto$¢ z rzeczywista dtugoscia wahadta. Skomentu;j
wynik. Czy wartosci si¢ r6znia? Jesli tak to ktéra wartos$¢ jest wigksza? Dlaczego?

Zadania dodatkowe
1. Zapoznaj si¢ z dostarczonymi dodatkowymi materiatami.
2. Na podstawie opisu metod numerycznego catkowania dla przypadku wahadta
matematycznego sprobuj zrealizowa¢ wybrane pomysty.
3. Oszacuj btad przyblizenia badanego egzemplarza wahadta jako wahadto matematyczne.
Oblicz jego okres traktujac go jako wahadto fizyczne. Przyjmij dla uproszczenia, ze
cigzarek ma ksztatt kuli. Zwaz wieszak.

Literatura
1. Henryk Szydtowski ““ Pracownia Fizyczna”, Wyd. Nauk. PWN, Warszawal994
1. David Halliday, Robert Resnick i1 Jearl Walker “Podstawy fizyki” Wyd. Nauk. PWN,
Warszawa 2003
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Uwagi techniczne:

Calkowanie numeryczne
Materiat ponizszy ma charakter raczej ilustracyjny i pogladowy. Podane tu metody nie sq
optymalne zarowno co do precyzji jak i szybkosci dziatania. Zainteresowani mogq odwotac sie
do dowolnego podrecznika z metod numerycznych.
a) Calka oznaczona w skonczonych granicach. Metoda trapezéw.

b
Interpretacja geometryczna calki oznaczonej F =I f(x)dx jest pole powierzchni pod

funkcja catkowana. Dzielimy przedzial catkowania <a,b> na n réwnych czgsci w punktach
X1, X2, X3, ..., Xp41 O sZeroko$ci Ax = (b-a)/n kazda. Pole powierzchni P; pod funkcja f(x) na
odcinku (x;, x;+1) rOwne jest w przyblizeniu polu trapezu o podstawach f(x;) i f(x;+;) oraz
wysokosci Ax, czyli P; = [f(x;)+ fixi+1)]Ax/2. Stad juz tatwy wniosek, ze

F =(f<a>+f<b>+2§f<x,~>]%. (12)

W LabView mozna wykorzysta¢ do tego gotowa funkcje ,,Numerical Integration”, ktéra
jako argumentéw wymaga tablicy z wartosciami funkcji catkowanej oraz wielkosci Ax. Ggstos¢
podzialu (warto$§¢ Ax) nalezy dobra¢ w zaleznosci od szybkosci zmian funkcji catkowane;.
Najbezpieczniej wykona¢ obliczenia dla rosnacej gestosci podzialu tak diugo, az wartos¢
obliczanej catki przestanie si¢ w istotny spos6b zmieniac.

25

20

1
\/(cosa—cosao)'

1 fl=

fl)

Rys. 3. Wykres fragmentu funkcji podcatkowej z réwnania (10). Szukana catka jest réwna
szaremu polu.

Tak si¢ nieszczesliwie sktada, ze funkcja podcatkowa w réwnaniu (10) jest nieciagla dla
o = 0 (patrz Rys. 3). Poniewaz mimo tego calka jest skonczona (okres wahadta ma konkretng
dlugos$¢), radzimy sobie z tym zaggszczajac podzial przedziatu i zblizajac si¢ do 0 tak bardzo,
az warto$¢ calki przestanie si¢ istotnie zmienia¢. Poniewaz zaggszczanie takie nie jest potrzebne
w tej czgsci przedziatu, gdzie funkcja podcatkowa jest w miarg ,,ptaska”, proponujemy rozbicie
catki na sumg catek obliczanych w roztacznych przedziatach z réznymi ggstosciami podziatu.
Jako punkt podzialu sugerujemy 90 % wielkoSci przedziatu. Matematycznie mozna to ujac
nastgpujaco:
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N N b
F=YF =Y [f@de,
Jj=1 Jj=1 a;
gdzie
(b-a)
a, =a, b, =b- T a;,=b;.
Dla lepszego zrozumienia tego pomystu, podajemy kilka wartosci a;, bjdlaa=01b=1:
J 1 2 3 4 5 6
ai |0 0.9 0.99 0.999 0.9999 | 0.99999
b; 10.9 0.99 0.999 0.9999 10.99999 |0.999999

(13)

(14)

Przyjmujac podzial kazdego przedziatu na n = 100 punktéw, dobra doktadnos$¢ catki uzyskamy
juz dla N = 8, a wiec po wykonaniu 8 X 100 = 8000 krokéw. Zauwaz, ze zachowujac gestos¢
podzialu z ostatniego przedzialu w calym obszarze catkowania, musielibySmy wykonac 108

krokéw.

Zadania do wykonania:

1.Napisz program w LabView obliczajqcy okres wahadla matematycznego jako funkcje amplitudy drgan. Po
wybraniu optymalnych wartosci n i N nadaj mu postac¢ sub-Vi z wejsciami I, g, o i wyjsciem podajgcym wartos¢ T.
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Zasady przygotowania raportu

1. Opisz krétko badane zjawisko, problem, podajac niezb¢dne réwnania.

2. Podaj cele ¢wiczenia.

3. W punktach pokaz realizacj¢ poszczegdlnych elementéw ¢wiczenia. W przypadku
programu pokaz jego panel frontowy i1 diagram blokowy (lub chociaz najwazniejsza jego
cze$¢) oraz oméw krétko najistotniejsze punkty programu wraz z ewentualnymi
trudnos$ciami napotkanymi w ich realizacji.

4. Wyniki pomiaréw przedstawiaj w sposéb umozliwiajacy ich tatwa oceng:

a. pojedyncze wyniki w postaci wyréznionych liczb (pogrubienie, wigkszy rozmiar
czcionki itp),

b. serie kilku(nastu) wynikéw przedstawiaj w postaci tabel lub list. Tam gdzie to
wskazane, pokaz je tez na wykresie.

c. Dtugie serie pomiarowe obejmujace wigcej punktéw zawsze prezentuj na
wykresach. Osie wykreséw opisane, z jednostkami. W przypadku zamieszczania
kilku przebiegéw na jednym wykresie konieczna jest legenda lub opis pod
wykresem.

5. Jesli to konieczne, przedyskutuj poszczegdlne wyniki.

6. Napisz krétkie Podsumowanie/Wnioski zawierajace streszczenie swoich dokonan
(najlepiej w punktach) i ewentualne uwagi na temat ¢wiczenia.

7. Struktura raportu

a. Raport musi zawiera¢ numer i tytut ¢wiczenia, dat¢ wykonania, dat¢ sporzadzenia
raportu, nazwisko studenta (pary studentéw), nazwisko prowadzacego. Najlepiej
w nagléwku. Tabelka nie jest obowiazkowa, cho¢ utatwia zycie. W przypadku
programow, elementem raportu sg kody programéw i pliki z wynikami. W
raporcie powinna znalez¢ si¢ informacja o nazwie folderu zawierajacego te dane.

b. poszczegdlne czgsci raportu powinny by¢ wyraznie wydzielone. Tytuty czgsci
piszemy pismem pogrubionym, czgsci moga (nie musza) by¢ ponumerowane.

c. Wszystkie wzory powinny by¢ ponumerowane (z prawej strony).

d. Wszystkie tabelki powinny mie¢ swdj numer i podpis. Dla tabel podpis zawsze
NAD TABELA.

e. Wszystkie rysunki powinny mie¢ swéj numer i podpis. Dla rysunkéw numer i
podpis zawsze POD RYSUNKIEM. Przez rysunki rozumiemy wszystkie obiekty
graficzne (zrzuty ekrandéw, zdjecia, wykresy, schematy, itp).

f. doréwnan, tabel, rysunkéw odwotujemy si¢ poprzez podanie numeru (unikamy
takich sformutowan jak ,,powyzszy”, ponizszy”, ,,na poprzedniej stronie”,
,pierwszy”, ,ostatni” itp.).



