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D103. Wahadta fizyczne sprzezone (przyblizenie matego kata).

Cel: Zbadanie przebiegu drgan dwoch wahadet sprzezonych:

- zbadanie zaleznosci czestosci drgan wahadta prostego od jego momentu bezwtadnosci,
wyznaczenie $rodka ci¢zkosci wahadla,

- badanie ruchu dwoch takich samych wahadet sprzezonych za pomocg sprezyny,

- badanie ruchu dwoch r6znych wahadel sprz¢zonych za pomoca sprezyny.

Zagadnienia:
1. Rownanie ruchu wahadta fizycznego, czgstos¢ wlasna drgan, zwigzek momentu bezwladnosci
ciata i czestosci jego drgan wilasnych.
2. Drgania normalne, rownania drgan normalnych dla uktadu dwoch wahadet sprzgzonych.
Sktadanie drgan normalnych, dudnienia.

Doste¢pne narzedzia doSwiadczalne:

1. Dwa wahadta fizyczne, do ktorych mozna przymocowac ci¢zarki. Sprezyna pozwalajaca
sprzega¢ wahadta ze soba.

2. Potencjometry podtagczone do kazdego z wahadet w punktach ich zaczepu przekazujace
odpowiednie wartos$ci napigcia w zaleznosci od potozenia katowego kazdego z wahadet.

3. Interfejs umozliwiajgcy pomiar napigcia na potencjometrach za pomocg komputera.

4. Srodowisko LabView, za pomoca ktérego mozna polaczyé sie z interfejsem pomiarowym i
przeprowadzi¢ pomiary. Odczyt napigcia z poszczegdlnych potencjometréw nastepuje poprzez
uzycie funkcji Odczyt.vi lub w postaci bardziej zaawansowanej poprzez komunikacje
szeregowa z interfejsem pomiarowym.

Badanie drgan wlasnych wahadel fizycznych

Najczgsciej rozpatrywanym typem wahadta jest wahadto matematyczne, w ktérym zaktada sie,
ze drgajaca masa jest punktowa, a ciato (lina, ni¢) jakim jest ona zaczepiona do punktu zawieszenia jest
pozbawione masy. Obraz ten jest oczywistym uproszczeniem rzeczywistego wahadta jakim jest
wahadto fizyczne. Takimi wahadtami (Rysunek 1) sg oba wahadta wykorzystywane w nizej opisanym
¢wiczeniu.
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Rysunek 1. Wahadlo fizyczne wykorzystywane w doswiadczeniu.

Wahadto fizyczne r6zni si¢ tym od matematycznego, ze jest sztywng brytg obracajacg si¢ (wahajaca
si¢) wokol punktu zawieszenia znajdujacego si¢ w innym miejscu niz $rodek cigzkosci wahadta. Cheac
opisac¢ jego ruch musimy zatem uwzgledni¢ moment bezwtadnosci | wahadta, jak rowniez potozenie
jego srodka ciezkosci (wzglgdem punktu zaczepienia).

IT zasada dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego ma postac:

—

dL

v = db
dt

1)

gdzie M to wypadkowy moment sity dziatajacy na wahadlo, a L to moment pedu jaki nadaje wahadtu

przylozony do niego moment sily. Jednoczes$nie L jest zwigzany z momentem bezwladnosci |
obracajacej si¢ bryty relacja:

L=15 )

gdzie o to wektor predkosci katowej skierowany w tym samym kierunku i zwrécony w t¢ samg strong,

w ktora jest zwrocony M .
Powyzsze wzory mogg by¢ stosowane zarowno do wahadta fizycznego jak i matematycznego.

Roéznica pojawia si¢ przy wyznaczaniu M . Jedynym zrodlem tego momentu jest dla obu wahadet sita
ciezkosci. W przypadku wahadla matematycznego moment sity dziatajgcy na nie jest zatem rowny:
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|M|:|Fx IfG|:mgIsin(—a):—mglsin(cx), (3)

gdzie m to masa zawieszonego ciata, a | to jego odlegtos¢ od punktu zaczepienia (dtugos¢ wahadta).
Znak “-” oznacza, ze podobnie jak w przypadku sprezyny, moment sity dziatajagcy na wahadto
zwigzany z sitg grawitacji jest skierowany tak aby przeciwdziata¢ wychyleniom i kierowa¢ wahadto w
kierunku potozenia réwnowagi.

W przypadku wahadta fizycznego sita cigzkos$ci dziatajgca na kazdy fragment sztywnej bryty
jest taka sama, ale rozne sg odlegtosci dzielgce te fragmenty od punktu zaczepienia wahadta. W efekcie
moment sity dziatajacy na wahadlo nalezy wyznaczy¢ jako wypadkowa momentdéw dziatajacych na
kolejne nieskonczenie mate fragmenty m; drgajacego ciata. Wypadkowy moment sity bedzie rowny
sumie wszystkich momentow sktadowych

‘I\ﬁ g‘:”dl\ﬂi‘ :_[gri sin(-a)dm, =-gsin aI r,dm; =-Dsina 4)

gdzie r; to odlegtosci kolejnych mas dm; od punktu zaczepienia. Wielko$¢ D nazywamy momentem
kierujagcym wahadta. Wzigwszy pod uwagge, ze o = %—? , zaktadajac mate wychylenia o, co pozwala

zatozy¢, zesin a ~ a , 1 1aczac rownania (1), (2) i (4) uzyskujemy rownanie ruchu dla pojedynczego
wahadta fizycznego:

a=0 (5)

d’cc D
+_
dat> |

Zauwazmy, ze o jest jedynym zmiennym w czasie parametrem potrzebnym do opisu ruchu
pojedynczego wahadta. Réwnanie (5) jest rownaniem rézniczkowym, ktérego rozwigzanie ma postac:

a =a, cos(a,t + @) (6)

D
gdzie o, = I_p to tzw. czgsto$¢ wlasna wahadta, ap to amplituda wychylen, ktorg mozna wyliczy¢

wyznaczajac predkos¢ katowa ((jj—(tx} 1 narzucajac odpowiednie warunki poczatkowe (zauwaz, ze

predkosc¢ katowa, a czgsto$¢ wiasna wahadta to dwie rézne wielkosci fizyczne), a ¢ to faza poczatkowa
drgan.

Wyznaczenie momentu bezwladnos$ci wahadta tworzonego przez pret z otworami zobrazowany
na rysunku 1 nie jest zadaniem tatwym, jednak w przyblizeniu mozemy zaniedba¢ otwory w precie i
wyznaczy¢ | dla preta prostokatnego o bokach a, b i ¢. Moment bezwtadnosci I takiego preta mierzony
wzgledem osi obrotu przechodzacej przez jego srodek masy, réwnoleglej do boku € preta ma postaé:
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N}m
N o

gdzie p to gestos¢ materiatu, z ktorego jest zbudowany pret. W naszym doswiadczeniu pret drga wokot
punktu lezacego w odleglosci r od jego $rodka masy. Srodek masy lezy posrodku jednolitego preta,
zatem r mozna zmierzy¢ 1 korzystajac z twierdzenia Steinera wyznaczy¢ moment bezwtadnosci I, preta
wzgledem osi przechodzacej przez punkt zaczepienia (czarne kotko na rysunku 1).

I, =1, +mr? (8)

Do preta moze zosta¢ w roznych miejscach doczepiony walcowy obcigznik. W takiej sytuacji jego
moment bezwladnosci rowniez nalezy doda¢ do catkowitego momentu bezwtadnosci:

I=1,+1,, gdzie

9)

I :%mWRfv +m,d’.

w

W powyzszym wyrazeniu, na ostateczny catkowity moment bezwtadnosci | preta z cigzarkiem, my, to
masa ci¢zarka, Ry to jego promien, a dy to odleglos¢ dzielaca punkt zaczepienia wahadta od $rodka
cigzarka.

Zadania do wykonania:

1. Korzystajgc z dostepnego programu, zarejestruj czasowg zalezno$c wychylen jednego
z wahadet przy dolnym skrajnym pofozeniu walca. Wpraw wahadto w ruch z
maksymalng dostepng amplitudag i pozwdl mu sie zatrzymac. Postugujgc sie kursorami
odczytaj czestotliwosc f jego wahan przy roznych amplitudach oy i sporzgdz wykres
f(aw). Ocen przy jakiej amplitudzie a4 przyblizenie matych wychylen jest rzeczywiscie
osiggane z doktadnoS$cig, ktorg mozesz zaakceptowac. Wszystkie nastepne pomiary
wykonuj przy tej (lub mniejszej) amplitudzie oy.

2. Zmieniajgc potozenie dodatkowych walcow na obu wahadtach (w jednym ,idgc” od
dotu, w drugim od gory) okre$l czestosci wtasne wahadet w funkcji d,,.

3. Zmierz wymiary pretow wahadet, pofozenia otworow do zamocowania walcow oraz
wymiary i mase walcow. Wiedzgc, ze moment kierujgcy D obcigzonego wahadfa jest
rowny sumie momentéw kierujgcych samego wahadfa i ciezarka, wyznacz teoretyczne
czestosci wtasne wahadfta dla roznych pofozen ciezarka i porownaj je z
doswiadczeniem.

Drgania normalne
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Jezeli potagczymy oba wahadta za pomoca dostepnej sprezyny tak jak to przedstawiono na
rysunku 2,

d

Rysunek 2. Uktad dwoch wahadet sprzgzonych.

wowczas utworzymy uktad o dwoch stopniach swobody, ktorymi sa katy wychylenia obu wahadet ¢ i
o, (na Rysunku 2 katy te maja znak dodatni zgodnie z konwencja okreslania znaku przyjeta na rysunku
1). Nalezy podkresli¢, ze sprezyna powinna zostac rozpigta tak, aby znajdowata si¢ w potozeniu
rownowagi dla obu wahadet rowniez znajdujacych si¢ w potozeniu rownowagi. Uktad taki, zwany
wahadtem sympatycznym, zachowuje si¢ tak samo jak uktad dwoch kul potaczonych sprezynami ze
soba i z sgsiednimi §ciankami, a te z kolei stanowig najprostszy model dwdch atoméw potaczonych
wigzaniem wewnatrz molekuty czy krysztatu.

Ruch wahadta sympatycznego, cho¢ skomplikowany, zawsze mozemy opisac jako superpozycje
(ztozenie) dwoch niezaleznych jednoczesnych ruchéw harmonicznych (ze wzgledu na dwa stopnie
swobody). Ruchy te, zwane drganiami normalnymi lub wlasnymi, sg niezalezne 1 jest mozliwe
wprawienie obu wahadet w jeden z tych dwéch ruchow. Drganie normalne to takie, w ktorych
wszystkie wspotrzedne (tutaj aq | az) zmieniajg si¢ z jednakowsa czestoscig 1 zgodnie w fazie (lub
doktadnie z przeciwng faza). Mozemy to zapisa¢ nastepujaco:

a, = Acos(at + 9), a, =Bcos(at +9). (10)

Drgania normalne majg $cisle okreslone czestos¢ 1 amplitude. Zanim je wyznaczymy, musimy
zdefiniowa¢ réwnanie ruchu dla wahadla sympatycznego, ktore bedzie si¢ roznic¢ od (5) ze wzgledu na
obecnos¢ sprezyny.
W przypadku wahadet z rysunku 2, oprécz sity grawitacji majacej swoj wktad w moment sity

M (4), wystepuje rowniez sita sprezystosci dziatajaca w poziomie. Sila ta jest zalezna od
rozciagnigcia/skurczenia sprezyny, AX, W poziomie, i jej statej sprezystosci K, IES =—kAX . Rozwazmy
jedno z wahadet. Zmiana dtugosci sprezyny wzgledem dhugosci, w ktorej jest ona w rownowadze
zalezy od wychylen obu wahadet zgodnie z relacja:

Ax=dsina, —dsing, (11)



Wydziat Fizyki UAM
Pracownia Podstaw Eksperymentu Fizycznego — modut ,Drgania i fale”
Laboratorium Mikrokomputerowe (FiLaMi)

Moment sity sprezysto$ci ma wartos¢:
M, =dF, sin(g—ocl):—kdz(sin o, —Sina,) cosa, (12)
a moment sily grawitacji przyjmuje wartosci zgodnie ze wzorem (4)
M, =—-mgrsino, (13)
Wypadkowy moment sity bedzie zatem rowny sumie Ms i Mg. Uwzgledniajac przyblizenie matego

kata wychylenia, sina, = a,,Sina, = a,,C0sa, ~1,cosa, ~1, mozemy wyprowadzi¢ rownania ruchu
dla obu wahadet zgodnie z tym jak postepowali§my poprzednio. Uzyskujemy:

2
ddtoz‘l +(0; +H)a, —Ha, =0 (14)
d’a, 2

a2 +(wp +H)a, —Ha, =0 (15)

Czestos¢ myg to czestos¢ whasna kazdego z wahadet (zaktadamy, Ze sg takie same, tj. tak samo
2

obcigzone), natomiast H = e Roéwnania (14) i (15) opisuja ruch obu wahadet, ktory moze by¢
rozlozony na sktadowe drgania normalne (10). Aby poznaé czestosci drgan normalnych i ich amplitudy
wstawiamy odpowiednie postaci oz i oz z (10) do (14) i (15) i uzyskujemy uktad rownan:

[ (0~ +H)A=HB sin(ot+5)=0

(16)
[ —HA+ (0}~ o +H)B sin(ot+5)=0
Uktad rownan (16) musi by¢ spetniony dla kazdej chwili czasu, a zatem
(0p -0’ +H)A-HB=0
A7)

~HA+(w) -’ +H)B =0

Uktad (17) ma nietrywialne rozwigzanie gdy wyznacznik macierzy wspotczynnikow jest rowny zeru.
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-0’ +H —H
Do ® . =0 (18)
-H o, -0 +H
Réwnanie (18) prowadzi do rdwnania kwadratowego:
o' —2(o’ +H)o’* + oy +4Hw =0 (19)
ktorego rozwigzania majg postac:
o, =, (20)

®, = o +2H (21)

Po podstawieniu uzyskanych czestosci (20) 1 (21) do réwnan (17) przekonamy sie, ze

dla @, = W, B: = Ay, (22)

dla o, =\J0>+2H B;=-A, (23)

Wynik (22) oznacza, ze jesli oba wahadta drgajg z t3 samg czgstoscig rowng ich czestosci wlasne;,
wowczas poruszaja si¢ zgodnie w fazie i majg takg sama amplitude drgan. W drugim przypadku (23)
dla czestosci drgan roznej od wiasnej, amplitudy wychylen obu wahadet nadal sg sobie rowne, lecz
drgania odbywaja si¢ z przeciwnymi fazami. W ogdlnos$ci amplitudy poszczegdlnych drgan
normalnych nie muszg by¢ sobie rowne, dlatego w celu ich rozrdznienia wprowadzono przy nich
indeksy.

Jak wczesniej wspomniano dowolne drgania sprz¢zonych wahadet moga zosta¢ opisane jako
superpozycja drgan normalnych. Korzystajac z (10), (22) i (23) uzyskujemy

a, = A cos(ot +0,) + A, cos(a,t +J,) (24)
a, =A cos(at+9,)— A, cos(w,t + J,) (25)

Drgania normalne wahadel mozna uzyska¢ dobierajac odpowiednie warunki poczatkowe. Dla
drgania normalnego I typu (22) nalezy obu wahadtom nada¢ takie same wychylenia poczatkowe i
wprawi¢ je w ruch. Dla drgan II typu (23) wahadta nalezy wychyli¢ w przeciwnych kierunkach i
wprawi¢ w ruch.

Zadania do wykonania:
1. Korzystajgc z dostepnego programu zmierz przebiegi czasowe wychylen dwoch
sprzezonych wahadet o znanych parametrach wtasnych (tj. czestosciach wtasnych a,
I, D) dla kilku réznych statych sprzezenia okresSlonych odlegto$cig d sprezyny od osi
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obrotu.

2. Odczytaj czestoSci drgan normalnych tego wahadta sympatycznego i poréwnaj z
wartosciami jakie mozna wyznaczy¢ teoretycznie.

3. Aby to zrobi¢, musisz najpierw okreslic doswiadczalnie statg sprezystosci uzywanej
sprezyny, k. Mozesz to zrealizowaC uzywajgc ciezarka o znanej masie z jakiego$
innego doswiadczenia, nici bgdz drucika do przymocowania ciezarka do sprezyny, i
linijki.

Dudnienia

Dowolne drganie mozna jednoznacznie opisa¢ biorac pod uwage obrane warunki poczatkowe.
Zatozmy, ze wychylamy tylko jedno wahadto tak, ze jego wychylenie poczatkowe wynosi
o, (0) = a, . Niech w chwili poczatkowej, t = 0, faza poczatkowa & = & = 0, a = 0, a predkosci

poczatkowe obu wahadet sg zerowe, d 0:1 =0, d;Z =0. Po podstawieniu tych wartosci do
(t=0) (t=0)
rownan (24) 1 (25):
0, (0) =0, =A+A, (26)
a,(0)=0=A-A, (27)

Po dodaniu/odjgciu stronami rownan (26) i (27) uzyskujemy A = A, = % . Wreszcie na koniec

pozostaje nam podstawi¢ te wartosci do rownan (24) i (25). Prowadzi to do nastepujacych relacji:

o, = %(cos ot +C0S ,t) = 1, COS 2 ; D2 cos ; @2 (28)
a, = %(cos ot — oS ,t) = —at, Sin ;(DZ tsin 22y (29)
Jesli podstawimy
(0142‘(02 —w, (O] ;(’02 o, (30)
wowczas uzyskamy:
0L, = 0Ly COS(@04t) COS (@, t) = Ao (t) COS (@0, 1) (31)
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0L, = =0y SIN(©eet)SiN (@, 1) = By (t)sin (o). (32)
Jak wida¢ oba wahadta drgaja z takg samg $rednig czgstoscig ws, a amplitudy ich wychylen podlegaja
modulacji z czestoscia wmod, 1 53 przeciwne W fazie. Zjawisko to nazywamy dudnieniami. Pojedynczy
cykl, w ktérym wychylenia jednego wahadta ze swojej maksymalnej warto$ci przechodzg w
wychylenia drugiego, po czym ponownie drgania wyjsciowego wahadta osiggaja maksymalng
amplitude nazywamy jednym dudnieniem. Czas w jakim ten proces zachodzi to okres dudnien, a jego
odwrotnos$¢ to czestotliwosé dudnien.

Zadania do wykonania:
1. Uzywajgc dostepnego programu zmierz przebieg czasowy dudnien uktadu dwoch
wahadet sprzezonych po pobudzeniu do drgan tylko jednego z nich.
2. Korzystajgc z kursoréw w programie okre$l czestos¢ dudnien i czestosc¢ Srednig drgan
wahadet. Porownaj uzyskane wyniki z wartoSciami czestosci drgan normalnych uktadu
wahadet.
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